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LE n-ASSOCIATEUR DANS UN ANNEAU COMMUTATIF 
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A. H. BOERS 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of November 29, 1958) 
l. La definition du n-associateur est: 
n-2 
{at, a2, ... ,an}= z ( -1)k. {at, a2, ... , ak+l ak+2, ... , an}, ou {at, ~}=ata2; 
k-o 
at, a2, ... , an sont des elements d'un anneau R. ( [1 ]). 
Dans le cas ou R est commutatif, il est evident que {a1, a2} = {a2, at}· 
En outre on a: {at, a2, aa} =(at ~)aa- at(~ aa) = aa(a2 at)- (aa a2)at = 
- {aa, a2, at}; {at, a2, aa, a4}=at{a2, aa, a4}+ {at, a2, aa}a4= 
-{a4, aa, a2}at-a4{aa, a2, at}= -{a4, aa, a2, at}; etc. 
En general: 
Theoreme A : Dans un anneau commutatif le n-associateur a la propriete 
suivante: 
{a1, a2, ... , an}= ( -1)[ln-ll{an, an-t, ... , at}. 
Demonstration: Evidemment le theoreme est correct pour n= l. 
Soit Nun nombre entier tel que {at, a2, ... , aN}= ( -1)[lN-il{aN, ... , at}. 
Recurrence sur N donne les cas suivants: 
a. N = 0(4). 
{at, a2, ... , aN, aN+t}= {at a2, aa, ... , aN+t}- {at, a2 aa, ... , aN +I}+ 
... -{at,~ .... , aN aN+!}= 
{aN+t aN, ... , al}- ... - {aN+t, ... , a2 at}= {aN+t, aN, ... , at}. 
b. N = -1(4}. 
{at, a2, ... , aN, aN+!}= {at~ .... , aN+t}- ... +{at,~ .... , aN aN+t}= 
-{aN+taN, ... ,at}+{aN+l,aNaN-1, ••• ,at}- ... -{aN+l, ... ,~at}= 
- {aN+l. aN, ... , at}. 
c. N = 1(4). 
{at, a2, ... , aN, aN+t}= {at~ .... , aN+t}- ... +{at, a2, ... , aN aN+!}= 
{aN+l aN, ... , at}- ... +{aN +I, ... , a2 at}= {aN+l. aN, ... , at}. 
d. N = 2(4). 
{a1. a2, ... , aN, aN+t}= {at a2, ... , aN+t}- ... -{at, a2, ... , aN aN+t}= 
- {aN+t aN, ... , at}+ ... +{aN +I, ... , a2 at}=- {aN+!, aN, ... , at}. 
Par consequent le theoreme est correct pour tout n. 
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2. R est appele n-alternatif dans le cas ou le n-associateur change de 
signe si l'on interchange deux de ses variables. 
La 2-alternativite equivaut a l'anti-commutativite, puisque {a, b}= 
- {b, a} implique ab+ba=O. 
Dans un anneau 3-alternatif on a: {a1, a2, a3} = - {aa, a2, a1}, en general: 
TM,oreme B : Dans un anneau n-alternatif on a: 
{a1, a2, ... , an}= ( -1)[!nJ{an, an-1, ... , a1}. 
Demonstration: Evidemment le theoreme est correct pour n=2 et 3. 
Soit Nun nombre entier > 3 tel que {a1, a2, ... , an}= ( -1)[lnJ{an, ... , a!} 
pour tout n<,N. 
Recurrence sur n donne les cas suivants : 
a. N == 0(4). 
{a1,a2, ... ,aN,aN+I}= {{a1,a2,aa}, ... ,aN+1}+ ... + {a1, ... , {aN-1,aN,aN+1}} = 
- {aN+I, aN, ... , a4, {a1, a2, aa}}- - {{aN-1, aN, aN+1}, aN-2, ... , a1}= 
{aN+1, aN, ... , a4, {aa, a2, a1}}+ ... +{{aN+1, aN, aN-1}, aN-2, ... , a1}= 
{aN+1, aN, ... , a1}. 
b. N = 1(4). 
{a1,a2, ... ,aN,aN+I}= {{a1,a2,aa}, ... ,aN+1}+ ... + {a1, ... , {aN-1,aN,aN+1}}= 
-{aN+b ... , {aa, a2, a1}}- ... -{{aN+1, aN, aN-1}, ... , a1}= 
- {aN+1, aN, ... , a1}. 
c. N= -1(4). 
{a1,a2, ... ,aN.aN+I}= {{a1,a2,aa}, ... ,aN+I}+ ... + {a1, ... , {aN-1,aN,aN+I}}= 
{aN+1, ... , {aa, a2, a1}}+ ... +{{aN+1, aN, aN-1}, ... , a1}= 
{aN+1, aN, ... , a1}. 
d. N = 2(4). 
{a1,a2, ... ,aN,aN+1}= {{a1,aa,aa}, ... ,aN+I}+ ... + {a1, ... , {aN-1,aN,aN+1}}= 
- {aN+1, ... , {aa, a2, a1}}- ... - {{aN+I, aN, aN-1}, ... , a1} = 
- {aN+1, aN, ... , a1}. 
Par consequent le theoreme est correct pour tout n. 
3. Dans le cas ou nest impair [!n-!J= [!n]; n pair donne 
[}n]-[!n-!J=l. 
0.-a.-d.: Dans un anneau commutatif et n-alternatif on peut ecrire: 
{a1,a2, ... ,an}=(-1)[in-iJ.{an,an-1, ... ,a1}=(-1)[inJ {an,an-1, ... ,a1} et 
par consequent: {an, an-1, ... , a1}= -{an, an-1, ... , a1} si n est pair. 
Corollaire : 
TMoreme 0: Un anneau commutatif et 2n-alternatif est 2n-associatif si 
la caracteristique est di:lferente de 2. 
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4. Un anneau commutatif et 3-alternatif est 3-associatif si la caracte-
ristique n'est pas 3. En effet: 
v= {a1, a2, aa}= (a1 a2) ~-a1(a2 aa). 
V= {a2, aa, a1}= (a2 aa) a1 -a2(aa a1). 
v = {aa, at, a2} = (aa a1) a2- aa(al a2). 
Apres addition on obtient 3v=0. 
En general: 
Theoreme D: Un anneau commutatif et (2n+ 1)-alternatif est (2n+ 1)-
associatif si la caracteristique ne divise pas 2n+ 1. 
Demonstration: En vertu du theoreme 5b de [1] on peut ecrire: 
:n-1 ( I 
v={al, a2, ... , a2n+l}= ~ n; )· [{a1, ... , a2n-2k}·{a2n-2k+b ... , a2n+l}-
k=O 
-{a1, ... , a2n-2k-l}·{a2n-2lc, ... , a2n+l}]. 
:n-1 I) 
V= {a2n,a2n+l,al, ... ,~n-1}= ~ (n; · [{a2n,a2n+l,al, ... ,~n-21c-2}· 
k=O 
· {~n-2lc-1, ... ,a2n-1}- {a2n,~n+l,al, ... ,a2n-21c-a}· {a2n-21c-2, ... ,a2n-1}]. 
Apres addition on obtient (2n+ l)v=O parce que chaque terme du type 
(n;I)·{al, ... ,a2n-2k}·{~n-2lc+l, ... , a2n+l} est supprime par un terme du 
type -(n::._;~I)·{~n-2k+l, ... , a2n+l}·{al, ... , ~n-2k}· 
5. L'element x( # 0) d'un anneau est appele nilquadratique dans le 
cas oil x2=0. Par consequent: Un anneau sans elements nilquadratiques 
est un anneau dans lequel on a: x2 = 0 implique x = 0. 
En vertu des theoremes C et D et faisant attention au theoreme 6 de 
[1], il est evident qu'un anneau n-alternatif et commutatif, exempt 
d'elements nilquadratiques, est 3-associatif si la caracteristique n'est pas 
un diviseur de certains nombres. 
On peut se demander si la commutativite d'un anneau n-associatif 
implique la 3-associativite. L'exemple suivant montre que la reponse doit 
etre negative. 
Considerons le systeme hypercomplexe d'ordre 4 par rapport au corps 
des nombres rationnels. a, b, c et d constituent la base; ab=ba=c, c2=d, 
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les autres produits etant zero. Le systeme est commutatif et 4-associatif; 
neanmoins les 3-associateurs {a, b, c}, {b, a, c}, {c, b, a} et {c, a, b} ne 
s'annullent pas. 
6. Nous considerons un anneau 4-alternatif et commutatif dont la 
caracteristique n'est pas 2. En vertu de theoreme C cet anneau est 4-
associatif. 
Lemme l: Dans un anneau commutatif {a,b,c}={b,a,c}+{a,c,b}. 
En effet: {b,a,c}+ {a,c,b}=ba· c-b ·ac+ac·b-a-cb =ab·c-a·bc= {a,b,c}. 
Lemme 2: Un anneau commutatif est flexible si la caracteristique 
n'est pas 2. 
En effet: {a, b, c} = - {c, b, a} (Theoreme A) et par consequent: 
{a, b, a}= -{a, b, a}, c.-a.-d. {a, b, a}=O. 
Lemme 3: Dans un anneau commutatif et 4-associatif on a: 
(ab)·{c, d, 1}=0. 
Demonstration: En vertu du Iemme B de [l] (p. 5), on peut ecrire: 
(ab){c, d, I}= {a, b, c}(df) et par consequent (ba){c, d, I}= {b, a, c}· (df). 
II s'ensuit: {a, b, c}(df)={b, a, c}(df). 
D'apres Iemme l on a: {a, b, c}(df) = {b, a, c}(df) +{a, c, b}(df) et par 
consequent {a, c, b}(df)=O. 0.-a.-d.: (ab)·{c, d, 1}=0. 
Lemme 4: Dans un anneau 4-associatif et commutatif on a: 
{a, b, c}·{d, f, g}=O. 
Eneffet: {a, b, c}· {d, f, g}= (ab-c)· {d, f, g}- (a·bc) · {d, f, g}= 0 (Iemme 3). 
Remarque: La 4-associativite de l'anneau implique la 5- et la 6-associa-
tivite ([1]), c.-a.-d.: 0= {a, b, c, d, f, g}= {a, b, c, d, I}· g+ 2{a, b, c}· {d, f, g}+ 
+a·{b,c,d,f,g}=2{a,b,c}·{d,f,g}. (Voir theoreme 5a de [1].) 
Alors, Iemme 4 pourrait etre redige comme suit: 
Dans un anneau 4-associatif on a: {a, b, c}· {d, f, g}= 0 si la caracteristi-
que n'est pas 2. 
Theoreme E. Un anneau 4-alternatif et commutatif dont la caracte-
ristique n'est pas 2, a les proprietes suivantes: 
a. L'anneau est 4-associatif; 
b. {a, b, c}·d= {d, c, b}·a, quels que soient les elements a, b, c et d de 
l'anneau; 
c. Dans le cas ou a, b, c ou d est le produit de deux elements de l'anneau, 
{a, b, c}·d=O. 
Demonstration: 
a. Voir theoreme C. 
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b. {a, b, e}·d= -a·{b, e, d} (a cause de la 4-associativite) =a·{d, e, b} 
(a cause de la commutativite) = {d, e, b} ·a. 
c. {ab, e, d}·f= -(ab)·{e, d, 1}=0 (Iemme 3). 
{a, be, d}·f= -a·{be, d, I}= -{be, d, f}·a=(be)·{d, f, a}=O (Iemme 3). 
{a, b, ed}·f=f·{a, b, ed}= -{I, a, b}·(ed)=O (Iemme 3). 
{a, b, e}·(df)=O (Iemme 3). 
7. Nous appelons l'anneau R dispersable dans le cas ou tout element 
est le produit de deux elements de l'anneau. R est appele indispersable 
s'il y a au moins un element qui n'est pas le produit de deux elements 
de l'anneau. 
Un anneau dispersable n'est pas necessairement un anneau contenant 
un element-unite, car le systeme hypercomplexe d'ordre 3 par rapport 
au corps des nombres rationnels avec la base a, b, e, tel que a2 = b, ab = e, 
ac =a tandis que les autres produits sont zero, est dispersable; neanmoins 
bx=b n'a pas de solution. 
Oorollaire: 
Dans un anneau 4-alternatif, commutatif et dispersable tous les 
associateurs sont des diviseurs de zero, si la caracteristique n'est pas 2. 
8. D'autre part le theoreme 3 de la these ([1]) exprime que !'existence 
d'un seul element X# 0 dans un anneau 4-associatif R, tel que [a, X]= 
= {x, a, b} = 0 quels que soient les elements a, b de R, satisfait pour que 
tous les associateurs de l'anneau soient des diviseurs de zero. 
Alors: dans un anneau 4-alternatif ( caracteristique # 2) et commutatif 
!'existence d'un element x#O tel que {x, a, b}=O quels que soient les 
elements a, b de R, a pour consequence que tousles associateurs sont des 
diviseurs de zero. 
L'ensemble des elements x avec la propriete precitee constitue un 
anneau. En effet: soit p un element quelconque de l'anneau, alors 
{xp, a, b}-{x, pa, b}+{x, p, ab}={x, p, a, b}=O, c.-a.-d.: {xp, a, b}=O. Si 
x et y sont deux elements di:fferents et # 0 tel que {x, a, b} = {y, a, b} = 0, 
{x-y, a, b}=O et {xy, a, b}-{x, ya, b}+{x, y, ab}={x, y, a, b}=O, c.-a.-d.: 
{xy, a, b}=O. 
L'exigence apparemment simple de !'existence d'un seul element X#O 
tel que {x, a, b} = 0, quels que soient les elements a, b de R, entraine 
!'existence d'un sous-anneau de R, dont tous les elements ont la meme 
propriete. II est clair que cet anneau est meme un ideal, car: {xp · e, a, b}-
-{xp, ca, b}+{xp, e, ab}={xp, e, a, b}=O, c.-a.-d.: {xp·e, a, b}=O. 
Un anneau est appele simple s'il ne contient d'autres ideaux que 
!'ideal-zero et l'anneau lui-meme. Dans ce cas !'existence d'un seul element 
X#O satisfaisant ala condition {x, a, b}=O, quels que soient les elements 
a, b de R, entrainerait la 3-associativite de l'anneau. 
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Theoreme F: Un anneau R simple, 4-alternatif et commutatif (caracte-
ristique #2), contenant un element x#O tel que {x, a, b}=O pour tout 
a et b de R, est 3-associatif. 
9. Nous avons vu que dans un anneau 4-alternatif, commutatif et 
dispersable (la caracteristique n'etant pas 2) le produit d'un 3-associateur 
et d'un element quelconque s'annulle. 
L'ensemble des elements X tels que xa=ax=O pour tout a de R 
constitue un ideal I. 
En effet: Soient X et y deux elements de I et soit a un element 
quelconque de R, alors xa=ax=O et (x-y)a=a(x-y)=O. 
I contient tous les elements qui s'ecrivent sous la forme d'un 3-
associateur de R. Si, en outre, l'anneau est simple, on a deux possibilites: 
1°. I est l'ideal-zero, c.-a.-d.: chaque 3-associateur est zero. R est 
3-associatif; 
2°. I= R, c.-a.-d.: ab = 0 quels que soient les elements a et b de R. 
Alors {a, b, c} = 0 pour tous les elements de R: R est 3-associatif. 
Ainsi nous avons demontre: 
Theoreme G: Un anneau 4-alternatif, simple, commutatif et dispersable 
est 3-associatif si la caracteristique n'est pas 2. 
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